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基于 ＣＰＵＧＰＵ协同并行内点
算法求解结构化非线性规划
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　　摘　要：　大量工程应用问题可建模为结构化非线性规划，且这类问题的系数矩阵可分为稀疏型和稠密型两种类
型．利用原始对偶内点法（ｐｒｉｍａｌｄｕａｌｉｎｔｅｒｉｏｒｐｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄ，ＰＤＩＰＭ），并结合分布式并行技术可高效求解此类问题．经
典工程问题机组组合（ｕｎｉｔｃｏｍｍｉｔｍｅｎｔ，ＵＣ）为稀疏系数矩阵的结构化非线性规划，本文根据 ＰＤＩＰＭ原理，对 ＵＣ模
型进行连续松弛预处理，结合快速解耦技术解耦牛顿修正方程并设计ＣＰＵＧＰＵ协同并行算法求解子问题，最后将结
果与带稠密型子问题的结构化非线性规划的求解结果进行比较和分析．实验结果显示，本文所设计的算法对于两种不
同类型的结构化非线性规划求解均能获得较好的加速比．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｎｏｎｌｉｎｅａｒｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ；ｉｎｔｅｒｉｏｒｐｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄ；ｕｎｉｔｃｏｍｍｉｔｍｅｎｔ；ＣＰＵＧＰＵｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ；ｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕ
ｔｉｎｇ

１　引言
　　原始对偶内点法（ｐｒｉｍａｌｄｕａｌｉｎｔｅｒｉｏｒｐｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄ，

ＰＤＩＰＭ）是求解非线性规划（ｎｏｎｌｉｎｅａｒｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，
ＮＬＰ）的有效方法［１］．许多实际应用问题的数学模型往
往具有特殊结构，基于内点算法框架，并结合问题的特
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殊结构，研究更为高效的内点算法是近年来应用领域

的研究热点［２，３］．近年来，随着并行计算硬件平台的快
速崛起，并行计算［４］在众多领域均受到了广泛的关注．
ＣＰＵ由于受到硬件结构的影响，其多核技术的发展受
到极大的限制，计算速度提升空间有限［５］．ＧＰＵ是一种
适用于密集型数据计算的多核并行处理器，其计算单

元数量远超ＣＰＵ［６］．因此，使用ＧＰＵ计算提高ＮＬＰ的计
算效率逐渐成为应用领域研究热点［７］．ＧＰＵ加速在不
同研究领域得到广泛应用与实践［８，９］．文献［１０，１２］将
ＧＰＵ应用到电力系统最优潮流计算、暂态稳定分析以
及机组组合经济调度中，均取得了一定的加速比．文献
［１３］利用ＣＰＵＧＰＵ混合并行计算实现稀疏矩阵的 ＬＵ
分解，大幅提高了计算效率．

机组组合（ＵｎｉｔＣｏｍｍｉｔｍｅｎｔ，ＵＣ）问题是指在满足
电力系统安全经济运行约束下合理地安排机组投入．
该问题常建模为混合整数二次规划，对于大规模问题，

现有的串行算法和求解器大多难以快速求解，然而电

力系统的运行、控制与维护却要求实时性，ＵＣ问题的
快速求解可以保障电力系统安全经济运行．多年来，如
何快速高效地求解ＵＣ问题，一直是电力系统研究的重
点和难点之一［１４］．近年来，利用内点法（ｉｎｔｅｒｉｏｒｐｏｉｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ，ＩＰＭ）求解 ＵＣ组合优化问题得到了广泛的研
究［１５］．为提高 ＩＰＭ求解 ＮＬＰ的效率，本文基于 ＰＤＩＰＭ
提出ＣＰＵＧＰＵ协同并行求解计及爬坡约束的机组组合
连续松弛优化问题算法．第一步连续松弛 ＵＣ模型；第
二步解耦ＩＰＭ的牛顿修正方程；第三步利用 ＣＰＵＧＰＵ
分布式并行计算各子问题．最后，对带稠密型子问题和
稀疏型子问题的结构化非线性规划进行比较分析，实

验结果表明，本文所设计的算法对于两种不同类型的

结构化非线性规划求解均能获得较好的加速比．

２　原始对偶内点法求解结构化非线性规划
的算法框架

２．１　模型求解
文献［１７］中的 ＵＣ模型的连续松弛为 ＮＬＰ模型．

如下式所示：

ｍｉｎＦ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ）

ｓ．ｔ．

珘ｇｉ（ｘｉ）!珔ｇｉ
珘ｇｉ（ｘｉ）ｇｉ
ｈ（珟Ｘ）＝０
φ（珟Ｘ）

{
Ｑ

，ｉ＝１，２，…，Ｎ （１）

式中：ｉ表示分块变量的序号；ｘｉ∈Ｒ
ｎｉ，ｎｉ表示 ｘｉ的维

数；ｆｉ（ｘｉ）表示对应变量ｉ的目标函数；Ｎ表示子目标函
数的个数；珘ｇｉ（ｘｉ）∈Ｒ

ｒｉ表示上界约束集合；珘ｇｉ（ｘｉ）∈Ｒ
ｒｉ

表示下界约束集合；珔ｇｉ表示约束上界集合；ｇｉ表示约束

下界集合；ｈ（珟Ｘ）∈Ｒｒｔ表示所有变量构成的等式约束集
合，φ（珟Ｘ）∈Ｒｒｔ表示所有变量构成的不等式约束集合，
ｒｉ，ｒｔ分别表示珘ｇｉ（ｘｉ），珘ｇｉ（ｘｉ），ｈ（珟Ｘ），和 φ（珟Ｘ）约束集合
所对应的维数，珟Ｘ＝（（ｘ１）

Τ，（ｘ２）
Τ，…，（ｘＮ）

Τ）Τ表示变

量的集合．
采用ＣＰＵＧＰＵ协同并行障碍内点算法求解问题

（１），引入松弛变量，将不等式约束转化成等式约束，
（其中障碍因子μ＞０）即得到：

ｍｉｎＦｃ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ）－μ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
ｒ１

ｊ＝１
（ｌｎ（ｑｉ，ｊ））

　　　　　－μ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｒ２

ｊ＝１
（ｌｎ（ｖｉ，ｊ））－μ∑

ｒ３

ｊ＝１
ｌｎ（ｄｊ）

ｓ．ｔ．

珘ｇｉ（ｘｉ）＋ｖｉ－珔ｇｉ＝０
珘ｇｉ（ｘｉ）－ｑｉ－ｇｉ＝０
ｈ（珟Ｘ）＝０
φ（珟Ｘ）－ｄ－Ｑ＝０
ｖｉ，ｑｉ，ｄ０
ｉ＝１，２，…，













Ｎ

（２）

式中：ｖｉ＝（ｖｉ，１，ｖｉ，２，ｖｉ，３，…，ｖｉ，ｊ）
Τ，ｑｉ＝（ｑｉ，１，ｑｉ，２，ｑｉ，３，…，

ｑｉ，ｊ）
Τ，ｄ＝（ｄ１，ｄ２，ｄ３，…，ｄｊ）

Τ为引入的松弛变量集合．
问题（２）对应的拉格朗日函数为：

Ｌ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ）－∑

Ｎ

ｉ＝１
（珘ｗｉ）

Τ［珓ｇｉ（ｘｉ）＋ｖｉ－ｇｉ］－ｙ
Τ［ｈ（珘Ｘ）］

－∑
Ｎ

ｉ＝１
（珓ｚｉ）

Τ［珓ｇｉ（ｘｉ）－ｑｉ－ｇｉ］－
Τ［φ（珘Ｘ）－ｄ－Ｑ］

－μ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｒ１

ｊ＝１
（ｌｎ（ｑｉ，ｊ））－μ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
ｒ２

ｊ＝１
（ｌｎ（ｖｉ，ｊ））－μ∑

ｒ３

ｊ＝１
ｌｎ（ｄｊ）

（３）
动态耦合约束的拉格朗日乘子 ，ｙ和松弛变量 ｄ

为独立的一组，根据一阶最优性条件，导出式（３）的一
阶ＫＫＴ方程：

Ｋ＝（（Ｋ１）
Τ，（Ｋ２）

Τ，…，（ＫＮ）
Τ，（Ｋｃ）

Τ）Τ＝０ （４）
其中：

Ｋｉ＝（（Ｌｘｉ）
Τ，（Ｌ珓ｚｉ）

Τ，（Ｌ珘ｗｉ）
Τ，（Ｌｑｉ）

Τ，（Ｌｖｉ）
Τ）Τ

Ｌｘｉ＝"ｘｉｆｉ（ｘｉ）－"ｘｉｈ（珟Ｘ）ｙ－"ｘｉ珘ｇｉ（ｘｉ）珟ｗｉ
　　－

"ｘｉ
珘ｇｉ（ｘｉ）珓ｚｉ－"ｘｉφ（珟Ｘ）

Ｌ珓ｚｉ＝珘ｇｉ（ｘｉ）－ｑｉ－ｇｉＬ珟ｗｉ＝珘ｇｉ（ｘｉ）＋ｖｉ－珔ｇｉ
Ｌμｖｉ＝珟ＷｉＶｉｅ＋μｅ；Ｌ

μ
ｑｉ＝珘ＺｉＱｉｅ－μｅ

Ｋｃ＝

Ｌｙ
Ｌ
Ｌμ









ｄ

＝
ｈ（珟Ｘ）
φ（珟Ｘ）－ｄ－珚Ｘ
珡ＷＤｅ－μ









ｅ

采用牛顿迭代法求解式（４），为了方便讨论引入 Ｍ
符号代替原先的具体方程表达式，得到修正方程如下：

３８３
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Ｍ１ ０ … ０ （Ｍ０，１）
Τ

０ Ｍ２ … ０ （Ｍ０，２）
Τ

   

０ ０ … ＭＮ （Ｍ０，Ｎ）
Τ

（Ｍ０，１）（Ｍ０，２）…（Ｍ０，Ｎ）（Ｍ０















）

Δχ１
Δχ２


ΔχＮ
Δχ















ｃ

＝－

Ｋ１
Ｋ２


Ｋ











ｃ

（５）
简记为： Ｍ（·）ΔＸ＝－Ｋ （６）
其中：珟ｗｉ!０，珓ｚｉ０，０，是对 ＵＣ模型进行预处理之
后重新构造的拉格朗日函数的乘子变量，ｖｉ０，ｑｉ０，ｄ
０是对应的互补松弛项；ｅ＝（１，１，…，１）Τ；珦Ｗｉ，珘Ｚｉ，珡Ｗ，
Ｖｉ，Ｑｉ和Ｄ分别是以珟ｗｉ，珓ｚｉ，，ｖｉ，ｑｉ，ｄ为对角线元素所
形成的矩阵；χｃ＝（ｄ

Τ，Τ，ｙΤ）Τ，χｉ＝（（ｘｉ）
Τ，（珓ｚｉ）

Τ，

（珟ｗｉ）
Τ，（ｑｉ）

Τ，（ｖｉ）
Τ）Τ．其中变量的增量 Δ^χｉ和 Δ^χｃ可

依次类推．附录Ａ详细描述了２个机组修正方程（６）的
具体表达形式．

通过修正方程（６）得到变量下降方向，计算（７）可
以获得每次迭代的原始和对偶步长，根据式（８）得到
ＩＰＭ的最大步长，最后根据式（９）更新变量，完成一次
迭代．

ｓｔｅｐＰ＝０９９９５ｍｉｎ
－ｑｉ，ｊ
Δｑｉ，ｊ Δｑｉ，ｊ＜０

，
－ｖｉ，ｊ
Δｖｉ，ｊ Δｖｉ，ｊ＜０

，
－ｄｊ
Δｄｊ Δｄｊ＜０

，{ }１
ｓｔｅｐｄ＝０９９９５ｍｉｎ

－珓ｚｉ，ｊ
Δ珓ｚｉ，ｊ Δｚｉ，ｊ＜０

，
－珘ｗｉ，ｊ
Δ珘ｗｉ，ｊΔ珘ｗｉ，ｊ＞０

，
－ｊ

Δｊ Δｊ＜０

，{ }{ １

（７）
ｓｔｅｐ＝ｍｉｎ｛ｓｔｅｐＰ，ｓｔｅｐｄ｝ （８）
ｘｉ
珓ｚｉ
珟ｗｉ
ｑｉ
ｖｉ
ｄ
























ｙ

ｋ＋１

＝

ｘｉ
珓ｚｉ
珟ｗｉ
ｑｉ
ｖｉ
ｄ
























ｙ

ｋ

＋ｓｔｅｐ

Δｘｉ
Δ珓ｚｉ
Δ珟ｗｉ
Δｑｉ
Δｖｉ
Δｄ
Δ
Δ























ｙ

（９）

ＣＧａｐ＝珓ｚｉ′·ｑｉ－珟ｗｉ′·ｖｉ＋′·ｄ （１０）
最后，利用式（１０）计算算法对偶间隙，根据所求的

对偶间隙判断当前解的精度是否满足求解精度要求，

若满足，则输出当前的解，停机；否则，继续迭代计算．

３　基于 ＣＰＵ－ＧＰＵ协同并行内点求解 ＵＣ
问题

３．１　ＮＬＰ模型修正方程解耦
由２．１节模型求解可知，基于 ＰＤＩＭＰ求解 ＵＣ问

题时，主要计算量集中于修正方程（５）的求解．因此，本
文设计ＣＰＵＧＰＵ协同并行方法求解式（５）．将大规模

牛顿修正方程分解为 Ｎ个小分块并行求解，实现内点
法并行求解结构化非线性规划．基于文献［１６］的快速
解耦技术，将式（５）按机组进行解耦，得到如下式子：

Δχ１＝－Ｍ
－１
１ ［Ｋ１＋Ｍ

Τ
（０，１）·Δχｃ］

Δχ２＝－Ｍ
－１
２ ［Ｋ２＋Ｍ

Τ
（０，２）·Δχｃ］

Δχ３＝－Ｍ
－１
３ ［Ｋ３＋Ｍ

Τ
（０，３）·Δχｃ］

　　
ΔχＮ＝－Ｍ

－１
Ｎ ［ＫＮ＋Ｍ

Τ
（０，Ｎ）·Δχｃ］

（１１）

展开修正方程（５）末行，并带入式（１１），化简得式（１２）
［－Ｍ０＋Ｍ（０，１）·Ｍ

－１
１ ·Ｍ

Τ
（０，１）＋Ｍ（０，２）·Ｍ

－１
２ ·Ｍ

Τ
（０，２）＋

…＋Ｍ（０，Ｎ）·Ｍ
－１
Ｎ ·Ｍ

Τ
（０，Ｎ）］·Δχｃ－Ｋｃ＋Ｍ（０，１）·Ｍ

－１
１ ·Ｋ１

＋Ｍ（０，２）·Ｍ
－１
２ ·Ｋ２＋…＋Ｍ（０，Ｎ）·Ｍ

－１
Ｎ ·ＫＮ＝０（１２）

为了方便讨论，将式（１２）简写为：
（－Ｍ０＋ＪＪ）·Δχｃ＝ＢＢ

ＪＪ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｍ（０，ｉ）·Ｍ

－１
ｉ ·Ｍ

Τ
（０，ｉ）

ＢＢ＝Ｋｃ－ＣＣ

ＣＣ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｍ（０，ｉ）·Ｍ

－１
ｉ ·Ｋｉ （１３）

从式（１３）可知，解耦后的ＪＪ和ＣＣ只与对应下标ｉ有
关，可并行求解，将计算结果回代到原方程求出Δχｃ，然后
将Δχｃ回代到式（１１），即可并行求解Δχｉ，得到新迭代点．
３．２　ＣＰＵＧＰＵ协同并行计算

根据文献［１６］解耦修正方程（５），其对角线上各子
问题相互独立，通过将并行计算式（１３）得到的 Δχｃ回
代到各解耦子问题，并分配多个线程求解 Δχｉ，即通过
开启多个线程块同时求解该方程组，如图１所示．

图１显示，若修正方程解耦后计算都由ＧＰＵ完成，
（１）增加数据间传输通信，（２）闲置 ＣＰＵ宝贵计算资
源．本文使用ＣＰＵＧＰＵ协同并行求解，即修正方程前Ｎ
个求解任务，使用ＣＰＵ并行操传输给ＧＰＵ，ＧＰＵ使用线
程并行计算求解后再将求解结果并行传回 ＣＰＵ进行全
局协调．本文使用共享存储方式提升数据访问速度．
３．３　改进的高斯约旦算法

本文基于文献［１８］设计矩阵组的改进高斯约旦算
法．第１步，根据输入数据创建二维单元矩阵，并构造单
个矩阵的增广矩阵ＣＣ＝（Ａ｜Ｅ）；第２步，当迭代到第Ｒｉ
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（ｉ＝１，２，…ｎ）行时：如果主元值 ａｉｉ＝０，则从矩阵中的
第ｉ列挑选出最大元素所在行，将其加到第ｉ行上，如果
ａｉｉ≠０执行第３步；第３步，执行式（１４）将主元值化为
１；第４步：根据式（１５）将主元列上非主元数消减为０，
得到增广矩阵 ＣＣ′（如式（１６）所示）．依次执行 ｎ次步

骤２至步骤４，得到其逆矩阵．附录 Ｂ给出了利用 ＧＰＵ
线程执行算法步骤３和４的详细描述．

Ｒｉ←Ｒｉ／ａｉｉ （１４）
Ｒｉ←Ｒｉ－Ｒｊ×ａｉｊ （１５）

ＣＣ′＝

１ ａ１２／ａ１１ … ａ１ｎ／ａ１１
０ ａ２２－ａ１２×ａ２１／ａ１１ … ａ２ｎ－ａ１ｎ×ａ２１／ａ１１
   

０ ａｎ２－ａ１２×ａｎ１／ａ１１ … ａｎｎ－ａ１ｎ×ａｎ１／ａ１１

１／ａ１１ ０ … ０
－ａ２１／ａ１１ １ … ０
   

－ａｎ１／ａ１１ ０ …











１

（１６）

每一列的消元操作通过独立的线程来并行执行，共需

要（ｎ－１）×ｎ个线程进行并行处理，直到将原矩阵 Ａ
变成单位矩阵为止，得到所求的逆矩阵Ａ－１．
３．４　ＧＰＵ线程分配

本文利用ＧＰＵ的高斯约旦算法并行求解逆矩阵．
在算法每轮计算主元后将矩阵按维数划分分块，按照

线程块的每个ＩＤ索引分布式并行消元．如图２所示，展
示了使用ＧＰＵ的Ｎ个线程块并行处理ｎ行矩阵情况下
的任务分解：

基于改进高斯约旦消元法，循环进行ｎ次消元，每
次一列，线程Ｔｘ，ｙ（ｘ为线程块索引，ｙ为线程块内线程
索引）并行消元．为了提升该方法性能，仅 ｘ＜ｙ时进行
求解．以消元第ｉ列为例：

Ａｘ，ｙ＝Ａｉ，ｙ×ｐ［ｉ］，Ｉｘ，ｙ＝Ｉｉ，ｙ×ｐ［ｉ］
计算时ｘ使用ｘ＝ｂｌｏｃｋＩｄｘ．ｘｂｌｏｃｋＤｉｍ．ｘ＋ｔｈｒｅａｄ

Ｉｄｘ．ｘ；ｙ＝ｂｌｏｃｋＩｄｘ．ｙｂｌｏｃｋＤｉｍ．ｙ＋ｔｈｒｅａｄＩｄｘ．ｙ．

４　数值实验
　　实验的硬件平台是：ＣＰＵ为ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ四核处理器，
主频为３６ＧＨｚ，内存４ＧＢ；ＮＶＩＤＩＡ显卡 ＧＴＸ９８０Ｔｉ（显
存６ＧＢ，核心频率：１１９０ＭＨｚ，显存位宽：３８４ｂｉｔ，显存频
率：７０１０ＭＨｚ，显存带宽：３３６５ＧＢ／ｓ）．实验的软件平
台：Ｗｉｎｄｏｗｓ７旗舰版，ｍａｔｌａｂ２０１４ａ，ＣＵＤＡ７．５．
４．１　机组组合求解

经预处理后ＵＣ模型约束为１５ＴＮ＋３Ｔ，其中，Ｔ表
示时段数，Ｎ表示机组数，那么以１０机组２４时段为例
（Ｔ＝２４，Ｎ＝１０），约束个数为３６７２．经过牛顿拉夫森迭
代法求解得到的修正方程系数矩阵 Ｍ（·）的维数为
３４ＴＮ＋３Ｔ，其中每个对角线上的分块矩阵 Ｍｉ均为方

阵，Ｍｉ矩阵的个数为 Ｎ，而它的维数是３４Ｔ，Ｍ（·）的
右、下边上的子矩阵维数可根据对角块矩阵维数计算．
为验证所提算法的有效性，本节通过在不同的机组数

或时段数下分别进行５０次迭代来比较它们各自的运
行时间．比较的三种方法为：串行计算，记为“串行”；单
独使用ＭＡＴＬＡＢ的 ＰＣＴ并行工具箱在 ＣＰＵ上并行计
算，记为“ＰＣＴ并行”；本文设计的 ＣＰＵＧＰＵ协同并行
计算，记为“ＣＰＵＧＰＵ协同”．

表１　１０机组不同时段的运行结果比较

时段数 约束数量 Ｍｉ维数 运行方式 耗时（ｓ） 加速比

４ ６１２ １３６
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

０．６６
１．８９
０．６５

１．００００
０．３４９２
１．０１５４

６ ９１８ ２０４
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

０．９８
２．６６
０．９０

１．００００
０．４５３７
１．０８８９

１２ １８３６ ４０８
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

２．３２
２．８３
２．１３

１．００００
０．８１９８
１．０８９２

２４ ３６７２ ８１６
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

６．２３
５．１９
４．２８

１．００００
１．２００４
１．４５５６

４８ ７３４４ １６３２
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

１８．７５
１１．９６
１０．２３

１．００００
１．５６７７
１．８３２８

　　表１～表４分别给出了１０－５０机４个系统４４８时
段各算例的计算结果．表１～表４的实验结果表明，当
时段Ｔ越大，则Ｍｉ的维数越大，同时非零元素所占据
的比例也越小，即矩阵越稀疏．对于这样带有结构化的
稀疏型非线性优化问题，ＰＣＴ并行求解时，若问题规模
较小，则并行计算所节省的时间开支相比于通信开支

还要小．例如，表１显示，当机组数 Ｎ＝１０，时段数 Ｔ＝
４，６，１２时，就出现了 ＰＣＴ并行计算时间长于串行计算
时间．因此，出现了 ＰＣＴ并行计算加速比小于 １的结
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果．当所求问题的规模增大时，ＰＣＴ的并行计算与串行
执行之间的时间差逐渐增大，则加速比也慢慢增大．与
此同时，使用本节所设计的ＣＰＵＧＰＵ协同并行计算时，
当问题规模较小时，协同运行比串行执行节约的时间

不明显．但随着问题规模增大，或问题个数的增多，
ＣＰＵＧＰＵ协同并行计算的加速比显著上升．

表２　２０机组不同时段的运行结果比较

时段数 约束数量 Ｍｉ维数 运行方式 耗时（ｓ） 加速比

４ １２１２
１３６

串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

１．２４
２．３９
１．２１

１．００００
０．５１８８
１．０２４８

６ １８１８ ２０４
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

１．８９
２．８３
１．７８

１．００００
０．６６７８
１．０６１８

１２ ３６３６ ４０８
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

４．２２
４．０７
３．５９

１．００００
１．０３６９
１．１７５４

２４ ７２７２ ８１６
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

１１．６６
８．８７
７．３３

１．００００
１．３１４５
１．５９０７

４８ １４５４４ １６３２
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

３６．５５
２２．６７
１９．８８

１．００００
１．６１２３
１．８３８５

表３　３０机组不同时段的运行结果比较

时段数 约束数量 Ｍｉ维数 运行方式 耗时（ｓ） 加速比

４ １８１２ １３６
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

１．８３
２．９８
１．７８

１．００００
０．６１４０
１．０２８１

６ ２７１８ ２０４
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

２．８３
３．５２
２．７３

１．００００
０．８０４０
１．０３６６

１２ ５４３６ ４０８
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

６．３７
５．３４
４．６３

１．００００
１．１９２９
１．３７５８

２４ １０８７２ ８１６
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

１７．９６
１２．３５
９．４３

１．００００
１．４５４３
１．９０４６

４８ ２１７４４ １６３２
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

５５．１１
３０．６２
２５．６３

１．００００
１．７９９８
２．１５０２

表表４　５０机组的不同时段

时段数 约束数量 Ｍｉ维数 运行方式 耗时（ｓ） 加速比

４ ３０１２ １３６
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

３．０９
３．７１
３．００

１．００００
０．８３２９
１．０３００

６ ４５１８ ２０４
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

４．７７
４．６８
４．２６

１．００００
１．０１９２
１．１１９７

１２ ９０３６ ４０８
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

１０．７１
７．９１
６．８３

１．００００
１．３５４０
１．５６８１

２４ １８０７２ ８１６
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

２９．１３
１９．１２
１３．８６

１．００００
１．５２３５
２．１０１８

４８ ３６１４４ １６３２
串行

ＰＣＴ并行
ＣＰＵＧＰＵ协同

９１．４９
５０．６９
４２．００

１．００００
１．８０４９
２．１７８３

４．２　具有稠密子块的问题
在机组组合问题中，约束集合所对应的系数矩阵

是非常稀疏的对角带边型，属于结构化二次规划问题

的典型代表．而为进一步说明 ＣＰＵＧＰＵ协同并行求解
与机组组合问题具有类似结构且带有稠密型分块子问

题的其他应用问题求解效果，本节将分别利用 ＣＰＵ串
行和ＣＰＵＧＰＵ协同并行求解带稠密型子问题的结构
化非线性规划．其中，对于带稠密型子问题在不同问题
规模下所对应的约束条件数量和修正方程对角线上的

分块子矩阵 Ｍｉ的维数，可以参照机组组合结构得到，
当Ｔ取值比较小时，对应的 Ｍｉ维数也较低．在实际的
其他应用问题中，对角线上的分块子矩阵 Ｍｉ的维数不
尽相同，而本节所进行的实验是采用与机组组合具有

相同结构的带稠密型对角分块矩阵Ｍｉ＝３４Ｔ．串行求解
和ＣＰＵＧＰＵ协同并行求解带稠密型对角线上分块矩
阵Ｍｉ的计算结果如表５和表６所示．

从表５和表６可以看出，在求解带稠密子矩阵的
ＮＬＰ问题时，随着问题规模增大，ＣＰＵＧＰＵ协同并行方
法加速比显著提高．实验结果显示，ＣＰＵＧＰＵ协同并行
求解带稠密型对角线上分块矩阵 Ｍｉ的 ＮＬＰ问题相比
于求解带稀疏型子矩阵的问题所得到的加速效果更为

明显，其主要原因是带稠密型子问题的数值计算量更

大，更能发挥出ＧＰＵ多计算单元的优势．在 Ｍｉ的个数
为２０，Ｍｉ的维数为２４４８时，加速比达到了４２５７０，取
得了较好的加速比结果．
４．３　大规模子块的问题

为了测试改进高斯约旦算法在子矩阵数量较大情
况下，算法加速比是否会受通信开销影响而导致算法

加速效果变差，本节主要针对不同数量规模和不同维

６８３
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数的矩阵进行细粒度并行求解其逆矩阵的数值测试，

其结果列于表７和表８．从表７与８可知，当矩阵维数
为不超过１００时，由于并行求解时产生的通信等时间开
支相比并行运算所节省的时间要多，因此在矩阵的维

数较小时加速比小于１．在矩阵的维数相同时，随着矩
阵的个数增多，ＣＰＵ串行高斯约旦算法求解多个矩阵
的逆运算所需时间的增加的速度显著大于ＧＰＵ并行高
斯约旦算法，所以加速比逐渐增大．５００维１０００个矩阵
和５００维５０００个矩阵求逆计算的结果显示，算法加速
比没有因此减弱，且由３３１增加到３９４．其主要原因
有以下两点：（１）算法使用 ＧＰＵ共享内存提升了数据
访问速度；（２）算法计算矩阵元素个数由原先（２ｎ）２减
小为ｎ２．实验结果说明，本文使用的矩阵求逆计算在矩
阵数量较大情况下，其加速效果并未受通信开销影响，

所以加速效果更加明显，该方法适合于大规模矩阵逆

运算．
表５　Ｍｉ个数为１０的带稠密型子问题不同规模下的运行结果

约束数量 Ｍｉ维数 运行方式 耗时（ｓ） 加速比

６００ １３６
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
０．７２
０．６８

１．００００
１．０５８８

９１８ ２０４
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
１．３８
０．９３

１．００００
１．４８３９

１８３６ ４０８
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
５．４３
２．７２

１．００００
１．９８５３

３６７２ ８１６
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
２４．０６
１０．３２

１．００００
２．３３１４

７３４４ １６３２
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
１３８．０９
４１．４１

１．００００
３．３３４７

２４６９６ ２４４８
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
３８８．３９
９６．３０

１．００００
４．０３３１

表６　Ｍｉ个数为２０的带稠密型子问题不同规模下的运行结果

约束数量 Ｍｉ维数 运行的方式 耗时（ｓ） 加速比

１２１２ １３６
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
１．３７
１．２８

１．００００
１．０７０３

１８１８ ２０４
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
２．６１
１．５９

１．００００
１．６４１５

３６３６ ４０８
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
１０．７２
５．２０

１．００００
２．０６１５

７２７２ ８１６
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
４２．９０
１７．６４

１．００００
２．４３２０

１４５４４ １６３２
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
２７２．４６
８１．１３

１．００００
３．４００２

４９１７６ ２４４８
串行

ＣＰＵＧＰＵ协同
７５８．１７
１７８．１０

１．００００
４．２５７０

表７　１０００个矩阵基于并行与串行高斯约旦法的结果比较

编号 矩阵维数
高斯约旦法
（ｓ）

并行高斯

约旦法（ｓ）
加速比

１
２
３
４

５０
１００
２００
５００

０．１４
０．９１
７．１３
１１７．９３

０．６４
１．３３
３．６０
３５．５５

０．２１６１
０．６８７４
１．９８０１
３．３１６８

表８　５０００个矩阵基于并行与串行高斯约旦法的结果比较

编号 矩阵维数
高斯

约旦法（ｓ）
并行高斯

约旦法（ｓ）
加速比

１
２
３
４

５０
１００
２００
５００

０．６１
４．５８
３５．７２
７７０．６６

３．０８
６．２３
１８．９３
１９５．１６

０．１９９６
０．７３５２
１．８８６９
３．９４８９

４．４　改进高斯约旦算法性能分析
本节从理论与数值结果两方面分析算法性能．
理论分析：（１）根据上述改进高斯约旦算法与

ＧＰＵ线程分配两节内容可知，当 ＧＰＵ可用线程总数大
于矩阵元素ｎ２时，算法时间复杂度为 Ｏ（ｎ）．（２）本文
使用ＧＰＵ共享内存，提高数据读取速度．ＧＰＵ默认共享
内存大小为４８ＫＢ，共享内存小，单精度存储矩阵维数
不能超过１２２８８．（３）本文默认每个ｂｌｏｃｋ处理矩阵单行
数据，ＧＰＵ单线程块默认线程数为１０２４，因此，矩阵维
数超过１０２４时需将矩阵进行垂直划分，影响算法求解
效率．

数值结果对比：（１）文献［１９］求解１０２４维逆矩阵
时算法加速比为４８８，本文在２０个２４４８维矩阵并行求
逆下，加速比达到了４２５．文献［１９］求矩阵组逆时，必
然增加算法通信时间，影响加速比．另外，在同样矩阵
规模下，本文处理增广矩阵元素与文献［１９］相比减少
了１半，提高了求解效率．（２）文献［１１］的内点半定规
划ＧＰＵ并行算法，在２０机组２４时段时加速比为１１，
在同等问题规模下本文获得的加速比为１５９．此外，由
于文献［１１］使用的分解本身具有串行性质，加速比有
一定限制，实验结果显示在小规模如１０机２４时段时，
求解速度反而比串行慢．本文的 ＣＰＵＧＰＵ协同并行算
法在小规模问题的求解上仍然具有加速效果．当问题
规模增加时，串行通信时间所占比相对减少，加速效果

明显．（３）ｃｕｂｌａｓ方法在矩阵组规模与矩阵维数（１００～
２００维）偏小时，求解效果略优于本文方法，但在计算超
过２００维２００个矩阵组时，由于 ｇｅｔｒｆｂａｔｃｈｅｄ（）和 ｇｅｔｒｉ
Ｂａｔｃｈｅｄ（）两个函数的启动开销大，消耗内存，导致无法
计算，而本文方法仍然能高效求解．

５　结论
　　本文基于原始对偶内点法原理，通过预处理结构

７８３
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化非线性规划，利用快速解耦技术将原问题之间的耦

合关系进行分离，从而得到相互独立的各个子问题，并

对各子问题进行并行求解．本文通过设计 ＣＰＵＧＰＵ协
同并行内点算法对带稠密型和稀疏型子问题的结构化

非线性规划分别进行求解，以验证所提方法在求解结

构化非线性规划问题上的有效性和高效性．实验结果
表明，针对这两种不同类型的应用问题，本文所设计的

算法均得到了一定的加速比，尤其是对于带稠密型子

问题的结构化非线性规划取得了较好加速比．因此，本

文所设计的 ＣＰＵＧＰＵ协同并行内点算法为探索大规
模结构化非线性规划问题的高效求解提供了新思路．

附录Ａ　两机组修正方程具体表达形式
　　下面以问题（１）的 ＮＬＰ模型为例，当 Ｎ＝２，珘Ｘ＝
（ｘ１，ｘ２）时，对修正方程表达形式进行详细说明．这里采
用牛顿迭代法求解式（４），得到如式（５）的分块带边箭
型结构的牛顿修正方程，其详细表达式如图３所示．

Ｈ１（·） －"ｘ１ｇｉ（ｘ１）－"ｘ１
珓ｇ１（ｘ１） ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －

"ｘ１ｈ（珘Ｘ）－"ｘ１φ（珘Ｘ） ０

"

Ｔ
ｘ１ｇ１（ｘ１） ０ ０ －Ｅｑ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

"

Ｔ
ｘ１
珓ｇ１（ｘ１） ０ ０ ０ Ｅｖ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ Ｑ１ ０ 珘Ｚ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ Ｖ１ ０ 珦Ｗ１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｈ２（·） －"ｘ２ｇ２（ｘ２）－"ｘ２

珓ｇ２（ｘ２） ０ ０ －
"ｘ２ｈ（珘Ｘ）－"ｘ２φ（珘Ｘ） ０

０ ０ ０ ０ ０
"

Ｔ
ｘ２
珓ｇ２（ｘ２） ０ ０ －Ｅｑ２ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０
"

Ｔ
ｘ２
珓ｇ２（ｘ２） ０ ０ ０ －Ｅｖ２ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｑ２ ０ 珘Ｚ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｖ２ ０ 珦Ｗ２ ０ ０ ０

"

Ｔ
ｘ１ｈ（珘Ｘ） ０ ０ ０ ０

"

Ｔ
ｘ２ｈ（珘Ｘ） ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

"

Ｔ
ｘ１φ（珘Ｘ） ０ ０ ０ ０

"

Ｔ
ｘ２φ（珘Ｘ） ０ ０ ０ ０ ０ ０ －Ｅｄ

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｄ 珡







































Ｗ

Δｘ１
Δ珓ｚ１
Δ珘ｗ１
Δｑ１
Δｖ１
Δｘ２
Δ珓ｚ２
Δ珘ｗ２
Δｑ２
Δｖ２
Δｙ
Δ
Δ



































ｄ

＝－

Ｌｘ１
Ｌ珓ｚ１
Ｌ珘ｗ１
Ｌｑ１
Ｌｖ１
Ｌｘ２
Ｌ珓ｚ２
Ｌ珘ｗ２
Ｌｑ２
Ｌｖ２
Ｌｙ
Ｌ
Ｌ





































ｄ

图３　两机组修正方程具体表达式

其中：Ｈ１（·）＝"
２
ｘ１ｆ１（ｘ１）－"

２
ｘ１ｈ（珟Ｘ）ｙ－"

２
ｘ１
珘ｇ１（ｘ１）珟ｗ１－

"

２
ｘ１
珘ｇ１（ｘ１）珓ｚ１，Ｈ２（·）表达形式可类似获得；"

２
ｘ１ｆ１（ｘ１）表

示关于变量 ｘ１的目标函数对 ｘ１的二次偏导数，"ｘ１ｇ１
（ｘ１）表示对应下界类约束方程对 ｘ１的一阶偏导数；Ｅｖ１
表示对ｖ１求偏导数得到单位矩阵，珘Ｚ１表示以珓ｚ１变量为
对角线上的元素形成的矩阵，其他符号可根据以上符

号定义类似获得其意义．

附录Ｂ　ＧＰＵ线程计算第３步与第４步
　　改进高斯约旦算法步骤３针对一行矩阵元素生成
ｎ个ＧＰＵ线程并行处理该行中每个元素，如图４所示．
而步骤４则生成ｎ×（ｎ－１）个线程处理剩余矩阵元素，
将ａｊｊ列所对应的行元素利用行列式计算转换为０，如图
５所示．由图４和图５可知，基于ＧＰＵ的改进高斯约旦
算法单次循环计算的时间复杂度为 Ｏ（１），一个 ｎ维的

矩阵需要重复执行ｎ次图４和图５所示的计算步骤，才
能得到其逆矩阵，因此其时间复杂度为Ｏ（ｎ）．
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